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Действие транспортной нагрузки на тоннель мелкого заложения разных радиусов 
Аннотация
Основная проблема: Опыт эксплуатации транспортных тоннелей (например, тоннелей метрополитена) в условиях городской застройки показывает, что при их мелком заложении происходит резкое возрастание уровня вибраций в зданиях и сооружениях, расположенных вблизи их проходки. Превышение уровнями вибраций допустимых норм, установленных для зданий, приводит к непригодности последних для жилья. Кроме того, вибрации оказывают неблагоприятные воздействия на различные технологические процессы повышенной точности и людей. В связи с этим необходимо не только обеспечить достаточную надёжность всех элементов подземной конструкции, но и решить вопрос о допустимом приближении к ней наземных сооружений.
Цель: Исследовать влияние радиуса неподкрепленного кругового цилиндрического тоннеля мелкого заложения на напряжённо-деформированное состояние (НДС) окружающего породного массива при действии транспортной нагрузки (нагрузки от движущегося внутритоннельного транспорта).
Методы: Для осуществления поставленной цели используется решение задачи о действии на поверхность круговой цилиндрической полости, расположенной в упругом полупространстве параллельно его свободной поверхности, произвольной стационарной нагрузки, движущейся вдоль оси полости. 
Первоначально произвольная в окружном направлении движущаяся нагрузка полагается периодической по оси полости. Для решения задачи предложен метод неполного разделения переменных. Решение для потенциалов представлено в виде суперпозиции рядов Фурье – Бесселя и контурных интегралов типа Фурье. Далее используется метод разложения потенциалов на плоские волны и переразложения плоских волн в ряды по цилиндрическим функциям. Затем полученное решение используется для решения задачи о действии на полупространство движущейся по поверхности полости нагрузки, не обладающей периодичностью, но представимой в виде интеграла Фурье. При скоростях движения нагрузки не достигающих скорости волны Рэлея получено стационарное решение задачи.
Результаты и их значимость: Разработана математическая модель и на ее основе методика расчёта неподкреплённых круговых цилиндрических тоннелей мелкого заложения с учётом влияния земной поверхности при действии транспортной нагрузки. Для заданного фиксированного отношения глубины заложения тоннеля к его радиусу исследовано влияние последнего на НДС контура поперечного сечения тоннеля и земной поверхности при действии осесимметричной нормальной нагрузки, движущейся по тоннелю с дорэлеевской скоростью. Установлено, что, рассчитав экстремальные значения компонент НДС земной поверхности при радиусе тоннеля один метр и три метра, те же значения для любого радиуса из указанного интервала можно получить при помощи линейной интерполяции. Результаты расчётов представлены в виде таблиц и графиков, которые детально анализируются. 
Ключевые слова: упругое полупространство, круговая цилиндрическая полость, подвижная нагрузка, Рэлеевские волны, породный массив, тоннель, напряженно-деформированное состояние.
Введение 

Одной из модельных задач, применяемых для исследования динамики тоннелей мелкого заложения под воздействием транспортной нагрузки, является задача о действии на упругое полупространство нагрузки, равномерно движущейся по поверхности круговой цилиндрической полости вдоль её образующей, параллельной свободной границе полупространства. В отличие от аналогичной задачи для упругого пространства, моделирующей тоннель глубокого заложения, данная задача является более сложной, так как возникает необходимость учитывать отражаемые границей полупространства волны. Исследованию указанной проблемы посвящен ряд публикаций, охватывающий, в основном, последние годы (1 – 7(. Используя решение (2, 3(, в настоящей работе построено точное аналитическое решение задачи о действии на упругое полупространство равномерно движущейся с дорэлеевской скоростью по поверхности полости стационарной нагрузки, и на основе этого решения исследуется влияние радиуса тоннеля на напряжённо-деформированное состояние породного массива при действии движущейся осесимметричной нормальной нагрузки. 

Материалы и методы

При решении проблемы используется метод математического моделирования с привлечением моделей теории упругости. 
Результаты

1 Постановка и аналитическое решение задачи. Используя для исследований модельный подход, представим неподкрепленный тоннель мелкого заложения как бесконечно длинную круговую цилиндрическую полость радиусом r = R в линейно-упругом, однородном и изотропном полупространстве (массиве), отнесенному к неподвижным цилиндрической 
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 системам координат, ось z которых совпадает с осью полости и параллельна свободной от нагрузок горизонтальной границе полупространства (земной поверхности), ось x – перпендикулярна к этой границе: 
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 (рисунок 1). Для обозначений физико-механических характеристик массива будем использовать общепринятые в теории упругости обозначения: 
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 – коэффициент Пуассона, 
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 – модуль сдвига, 
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 – плотность.
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Рисунок 1 – Расчётная схема неподкреплённого тоннеля

На поверхность полости действует стационарная нагрузка интенсивностью P, которая равномерно движется со скоростью c в направлении оси z. Скорость движения нагрузки принимаем дозвуковой, то есть меньше скорости распространения волн сдвига в массиве. 

Определим установившуюся реакцию массива на данную нагрузку. Для этого воспользуемся уравнениями движения упругой среды (массива) в векторной форме [8]
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где 
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, u – вектор смещения упругой среды, 
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 – оператор Лапласа.

Для получения стационарного решения задачи перейдем к цилиндрической и декартовой системам координат, перемещающимися вместе с нагрузкой (подвижным системам координат): 
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 (рисунок 1). Тогда уравнение (1) перепишется в виде 
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Здесь 
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 – скорости распространения волн расширения-сжатия и сдвига в массиве. 

При действии движущейся нагрузки на поверхность полости, имеем
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где 
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 – компоненты тензора напряжений в массиве, 
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 – составляющие интенсивности подвижной нагрузки 
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 в подвижной цилиндрической системе координат.
Так как граница полупространства свободна от нагрузок, то, при x = h 
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Преобразуем уравнение (2), выразив u через потенциалы Ламе [9, 10]
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где е( – орт оси 
[image: image23.wmf]h
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Из (2) и (5) следует, что потенциалы (j удовлетворяют видоизменённым волновым уравнениям
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Здесь М1 = Мp, М2 = М3 = Мs. 
Рассмотрим действие на поверхность полости синусоидальной по 
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 движущейся нагрузки с произвольной зависимостью от угловой координаты 
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где константа 
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 определяет период 
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 действующей нагрузки.

В установившемся состоянии зависимость всех величин от 
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 имеет вид (7), поэтому 
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Подставляя (8) в (6), получим видоизменённые уравнения Гельмгольца
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Здесь 
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Представив компоненты напряжённо-деформированного состояния (НДС) массива через потенциалы Ламе можно получить выражения для перемещений 
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 и напряжений 
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 в декартовой 
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 системах координат как функции от 
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. Дальнейшее решение задачи сводится к интегрированию уравнений (9) при выполнении граничных условий (3), (4). Для определения компонент НДС массива необходимо определить 
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При дозвуковой скорости движения нагрузки Ms < 1 (ms > 0), и решения уравнений (9) можно представить через суперпозиции поверхностных цилиндрических 
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Здесь 
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 – неизвестные коэффициенты и функции, подлежащие определению, j = 1, 2, 3.

Слагаемые рядов Фурье-Бесселя в (10, а) – частные решения уравнений (9) – описывают излучаемые цилиндрической полостью и затухающие на бесконечности (r → ∞) волны, если
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При действительных ( ( 0 kj = mj((( > 0, и условия (11) выполнены.

Подынтегральные функции в (10, б), также удовлетворяющие уравнениям (9), описывают плоские гармонические волны, отражённые границей полупространства и затухающие при x → – ∞, если
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Условия на радикалы (12) – это условия излучения для отражённых от границы полупространства волн. Первое из них даёт затухание решений на бесконечности. Второе условие, в соответствии с физическими представлениями, показывает, что отражённые волны движутся от границы полупространства. Поэтому контур L в комплексной плоскости ( = (1 + i(2 следует выбрать таким образом, чтобы на нём выполнялись условия (12).

Допустим, что L = (– (, (), то есть совпадает с действительной осью (1 ( (. Тогда


[image: image53.wmf](

)

(

)

z

+

z

-

+

z

z

x

=

F

ò

¥

¥

-

d

k

h

x

iy

g

j

j

j

2

2

)

2

(

)

(

exp

,

.
(13)

В этом случае условия (12) выполнены, если фиксировать положительный знак радикала.

Пусть коэффициенты anj известны (что соответствует задаче об излучателе, движущемся вдоль оси z, потенциал которого задан в виде (10, а). Выразим gj((,() через anj. Для этого разложим (10, а) на плоские волны. Воспользуемся представлением [1] для Mj < 1
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Подставляя (14) в (10), представим потенциалы в декартовой системе координат 
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где 
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Воспользуемся граничными условиями (4), с учётом (15). Выделяя коэффициенты при eiyζ и приравнивая, в силу произвольности y, их нулю, получим систему трёх уравнений, из которой определяем gi(ξ,ζ)
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Здесь  
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Заметим, что (*((*) – определитель Рэлея, который обращается в ноль при 
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, где ( > 0, MR = c/cR – число Маха, cR – скорость поверхностной волны Рэлея [9], которую условимся называть рэлеевской скоростью. Из последнего следует, что (*((*) не обращается в ноль на действительной оси, если MR < 1, или с < cR, то есть при дорэлеевских скоростях движения нагрузки. В этом случае в качестве контура интегрирования L в (10, б) можно сохранить ось (1, так как все подынтегральные функции непрерывны и достаточно быстро стремятся к нулю на бесконечности, что можно показать, используя свойство ограниченности носителя бегущей граничной нагрузки. Поэтому интегралы (13) существуют и удовлетворяют условиям затухания на бесконечности. То есть решение в этом случае построено. Следует отметить, что рэлеевская скорость несколько ниже скорости волн сдвига в среде, т. е. cR < cs [11].
Для дорэлеевской скорости движения нагрузки (c < cR) выражения (15), с учетом (16), перепишутся в виде 
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Подставляя (17) в выражения для перемещений и напряжений в декартовых координатах, получим: 
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Представим Фj (10) в цилиндрической системе координат при с < cR. 

Используя идею аналитического продолжения из разложения [12] 
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Тогда в цилиндрической системе координат для x < h получим 
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Подставляя в последнее выражение из (16) gj((,(), находим
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Подставляя (19) в выражения для перемещений и напряжений в цилиндрических координатах, получим:
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Для определения коэффициентов anj воспользуемся граничными условиями (3), с учётом (7) и (20)). Приравнивая коэффициенты рядов Фурье при ein(, получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений с определителем нормального типа 
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При численной реализации задачи, для решения системы уравнений (21) удобно пользоваться методом последовательных отражений. Для этого представим (j в виде
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, (K = 0, 1, 2…) назовём потенциалами волн, излучаемых полостью, а 
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, (K = 0, 1, 2…) – потенциалами волн, отражённых границей полупространства.

С учётом этого граничные условия (21) можно представить в виде бесконечной системы уравнений блочно-диагонального типа с матрицами (3(3) вдоль главной диагонали
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которая имеет единственное решение, если её определитель не равен нулю. Как показали исследования данного определителя, его обращение в ноль возможно только при скоростях нагрузки не меньшей, чем скорость рэлеевской волны. Коэффициенты 
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 После определения коэффициентов anj , по формулам (20) можно вычислить компоненты НДС массива.

Метод последовательных отражений в данном случае предпочтительней метода редукции, так как даже при относительно неглубоком заложении тоннеля (h = 2R) для получения удовлетворительных числовых результатов, как показывают расчёты, можно пользоваться небольшим числом последовательных отражений.

2 Численные эксперименты. Рассмотрим тоннель глубиной заложения h = 2R в массиве алевролита (( = 0,2, ( = 2,532(109 Па, ( = 2,5(103 кг/м3, cp = 1643,4 м/с, cs = 1006,4 м/с, cR = 917 м/с) при воздействии на его поверхность осесимметричной нормальной нагрузки давления интенсивностью 
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 (Па), равномерно распределённой в интервале 
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Введём обозначения для компонент НДС массива: 
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В таблицы 1, 2, помещены результаты расчётов НДС контура поперечного сечения тоннеля (η = 0) и земной поверхности для разных R. 

Таблица 1 – Компоненты НДС контура поперечного сечения тоннеля (η = 0)

	R, м
	Комп.

НДС
	(, град

	
	
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	120
	140
	160
	180

	1,0
	u(r
	0,56
	0,55
	0,52
	0,49
	0,48
	0,48
	0,48
	0,49
	0,51
	0,51

	
	((θθ
	0,21
	0,25
	0,33
	0,39
	0,40
	0,37
	0,33
	0,29
	0,26
	0,25

	
	((((
	-2,08
	-2,04
	-1,97
	-1,91
	-1,87
	-1,87
	-1,87
	-1,87
	-1,88
	-1,88

	2,0
	u(r
	0,67
	0,66
	0,64
	0,62
	0,61
	0,61
	0,61
	0,62
	0,63
	0,63

	
	((θθ
	-0,30
	-0,29
	-0,26
	-0,24
	-0,24
	-0,25
	-0,26
	-0,28
	-0,29
	-0,29

	
	((((
	-2,46
	-2,45
	-2,42
	-2,39
	-2,38
	-2,37
	-2,37
	-2,37
	-2,38
	-2,38

	3,0
	u(r
	0,71
	0,70
	0,69
	0,68
	0,67
	0,67
	0,67
	0,67
	0,68
	0,68

	
	((θθ
	-0,51
	-0,50
	-0,49
	-0,48
	-0,48
	-0,49
	-0,49
	-0,50
	-0,50
	-0,50

	
	((((
	-2,53
	-2,52
	-2,50
	-2,49
	-2,48
	-2,48
	-2,48
	-2,48
	-2,48
	-2,48


Таблица 2 – Компоненты НДС земной поверхности в поперечном сечении η = 0

	R, м
	Комп.

НДС
	y, м

	
	
	0,0
	0,4
	0,8
	1,2
	1,6
	2,0
	2,4
	2,8
	3,2
	3,6

	1,0
	u(x
	0,32
	0,29
	0,23
	0,17
	0,11
	0,08
	0,05
	0,04
	0,03
	0,02

	
	u(y
	0,0
	0,06
	0,09
	0,11
	0,11
	0,09
	0,07
	0,06
	0,04
	0,03

	
	((yy
	0,48
	0,40
	0,22
	0,07
	-0,02
	-0,08
	-0,09
	-0,08
	-0,06
	-0,05

	
	((((
	0,54
	0,49
	0,38
	0,26
	0,17
	0,11
	0,07
	0,05
	0,03
	0,02

	2,0
	u(x
	0,23
	0,23
	0,21
	0,19
	0,17
	0,14
	0,12
	0,10
	0,08
	0,06

	
	u(y
	0,0
	0,02
	0,05
	0,06
	0,07
	0,08
	0,08
	0,08
	0,07
	0,06

	
	((yy
	0,20
	019
	0,16
	0,12
	0,08
	0,05
	0,02
	-0,01
	-0,02
	-0,03

	
	((((
	0,26
	0,26
	0,24
	0,22
	0,18
	0,15
	0,13
	0,10
	0,08
	0,07

	3,0
	u(x
	0,17
	0,17
	0,16
	0,16
	0,15
	0,13
	0,12
	0,11
	0,09
	0,08

	
	u(y
	0,0
	0,01
	0,02
	0,03
	0,04
	0,05
	0,05
	0,05
	0,06
	0,05

	
	((yy
	0,11
	0,10
	0,10
	0,08
	0,07
	0,06
	0,04
	0,03
	0,02
	0,01

	
	((((
	0,16
	0,16
	0,15
	0,15
	0,14
	0,12
	0,11
	0,10
	0,09
	0,07


Обсуждение
Сравнивая данные таблиц 1, 2, заключаем, что при увеличении радиуса от одного метра до двух и трёх метров, происходит следующее:

- на контуре поперечного сечения тоннеля наибольшее радиальное перемещение соответственно возрастает в 1,2 и 1,3 раза, экстремальное осевое нормальное напряжение увеличивается приблизительно в 1,2 раза, тангенциальные нормальные напряжения меняют знак и имеют несколько иной характер изменения по контуру – максимальны по абсолютной величине при ( = 0 (при R = 1 м ((( здесь минимальны) и минимальны при ( = ( 80( (при R = 1 м ((( здесь максимальны);

- на земной поверхности происходит уменьшение максимальных значений перемещений и напряжений: ux, uy – соответственно в ku(2) = 1,4 и ku(3) = 1,8 раз, (((( – в k(((2) = 2,1 и k(((3) = 3,4 раз, (yy – в k(у(2) = 2,4 и k(у(3) = 4,4 раз.

Уменьшение компонент НДС земной поверхности при увеличении радиуса и заданном отношении h/R = 2 связано с тем, что перемещения и напряжения на поверхности тоннеля возрастают не намного (порядка 20 ( 30 %), тогда как земная поверхность удаляется от него в 2 – 3 раза.

Таким образом, увеличение радиуса тоннеля при фиксированном параметре h/R ведёт к небольшому возрастанию перемещений и напряжений на его поверхности и уменьшению компонент напряжённо-деформированного состояния земной поверхности.

Введенные выше обозначения ku(R), k(((R), k(у(R) будем рассматривать как коэффициенты подобия для определения максимальных значений компонент НДС земной поверхности при R = 2 м, R = 3 м. Исходными данными в этом случае являются значения максимальных перемещений и напряжений на земной поверхности, полученные при расчёте тоннеля с радиусом R = 1 м (ku(1) = k(((1) = k(у(1) =1,0).

Как следует из графиков ku(R), k(((R), k(у(R) (рисунок 2) все три характерные точки практически лежат на одной прямой, поэтому для нахождения коэффициентов подобия при любом радиусе тоннеля из интервала 1,0 м ( R ( 3,0 м можно пользоваться линейной интерполяцией, используя только две точки с координатами R = 1,0 м и R = 3,0 м. Определив коэффициенты подобия для конкретного радиуса R из интервала 1,0 м ( R ( 3,0 м и разделив на них данные расчета компонент НДС земной поверхности при R = 1,0 м, вычисляем искомые перемещения и напряжения на земной поверхности при данном радиусе тоннеля.
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Рисунок 2 – Графики коэффициентов подобия

Заключение
Изменение радиуса тоннеля при фиксированном значении параметра h/R существенно влияет на НДС окружающего массива. Компоненты НДС земной поверхности при любом радиусе тоннеля можно определить используя коэффициенты подобия. 
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